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ピタゴラスの三角形  (Pythagorean triple)
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既約PT 一対 整数(m,n) 表
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既約 三角形

0 < a, b, c < 100 !"#$%&'()*+,-./0

a b c m n 12  30 a b c m n 12 30

3 4 5 2 1 3+1   !1, d1 63 16 65 8 1 63–47 "2

5 12 13 3 2 5+7 !1 21 20 29 5 2 21–1 d1

7 24 25 4 3 7+17 !1 45 28 53 7 2 45–17 "8

15 8 17 4 1 15–7 "2 33 56 65 7 4 33+23 !9

9 40 41 5 4 9+31 !1 77 36 85 9 2 77–41 "8

11 60 61 6 5 11+49 !1 39 80 89 8 5 39+41 !9

35 12 37 6 1 35–23 "2 55 48 73 8 3 55–7 d7

13 84 85 7 1 13+71 !1 65 72 97 9 4 65+7 d7 44

44440 < a, b, c < 10005, 158 /0. 6!37,89:;<

  0   100   200   300   400   500   600   700   800   900   1000

    16    16    15    16    17    15    17    16    12    18



ピタゴラスの三角形の歴史

BC 1800   バビロニアの粘土板 (Plimpton 322)
　　　(3, 4, 5) から (12709, 13500, 18541) まで15種のPT
  BC 550  ギリシャのピタゴラス (Pythagoras)
        平方根が有理数で表せないことを証明
  BC 5世紀　インドのシュルバスートラ
　　(3, 4, 5) (5, 12, 13) (8, 15, 17) (7, 24, 25) (12, 35, 37)
  BC 300  ギリシャのディオファントス (Diophantus)
　　(m2–n2, 2mn , m2+n2)の発見
  AD 263    中国「九章算術」
　　(3, 4, 5) (5, 12, 13) (55, 48, 73) (91, 60, 109)
  AD 600   インドのブラマグプタ
　　(m2–n2, 2mn , m2+n2)の発見
  AD 1970  米国の A. Hall
        系統樹（行列 U, A, D）の発見
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既約 PT と行列 U, A, D の関係
A Hall (1970)
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これらの行列を (3  4  5)Tに掛けると，

U (3  4  5)T= (5  12  13)T,  U (5  12  13)T = (7  24  25)T, … 
    Δ1グループ

A(3  4  5) T = (21  20  29) T, A (21  20  29) T = (119  120  169) T, …
        d1グループ

D (3  4  5) T = (15  8  17) T,   D (15  8  17) T = (35  12  37) T, …
　                        δ1 グループ 

また，全ての既約 PT (a,  b  c), は, progenitor (3  4  5) にU, A, Dを

ある順序で掛け合わせたものを掛けることで一意的に表せる.



既約PTの U, A, D による系統樹
A. Hall (1970)

genealogy 

U  ( 7  24  25)  (4,3)    

U  ( 5  12  13)  (3,2) A  (55  48  73)  (8,3)

D  (45  28  53)  (7,2)

U  (39  80  89)  (8,5)

(3  4  5)  (2,1)    A  (21  20  29)  (5,2) A  (119 120 169)  (12,5)

D  (77  36  85)  (9,2)

U  (33  56  65)  (7,4)

D  (15   8  17)  (4,1) A  (65  72  97)  (9,4)

D  (35  12  37)  (6,1)     

––>    Easy,        but        <––    Difficult      



Hall 系統樹  (m,n)格子上
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(m,n) 格子上 既約 ● 可約 ○ PT 関係
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ピタゴラス三角形の分類

PT !"#$%&'((()*+!,-%.

a

b

c

! = c – a

" = c – b

d =   a – b

= 1, 9, 25, 49, 81, 121, 169 …  (2k+1)2  奇数の平方 k 

= 2, 8, 18, 32, 50, 72, 98, …    2k2  平方数の 2倍   k 

d = 1, 7, 17, 23, 31, 41, 47, …    p ≡ ± 1 (mod. 8)                    

          8で割った余りが +1か 1の素数 , 及びpの積     d p 



既約PTの分類（0 < c < 100）

a b c m n ! " d a b c m n ! " d

3 4 5 2 1 1-1 1-1 1 63 16 65 8 1 7-1 1-4 47

5 12 13 3 2 1-2 2-1 7 21 20 29 5 2 3-2 2-2 1

7 24 25 4 3 1-3 3-1 17 45 28 53 7 2 5-2 2-3 17

15 8 17 4 1 3-1 1-2 7 33 56 65 7 4 3-4 4-2 23

9 40 41 5 4 1-4 4-1 31 77 36 85 9 2 7-2 2-4 41

11 60 61 6 5 1-5 5-1 49 39 80 89 8 5 3-5 5-2 41

35 12 37 6 1 5-1 1-3 23 55 48 73 8 3 5-3 3-3 7

13 84 85 7 6 1-6 6-1 71 65 72 97 9 4 5-4 4-3 7



各グループの漸化関係  (recursive relation)

a: fn=2 fn 1  fn 2        a, c: fn=3 fn 1 3 fn 2+ fn 3      

  b, c: fn=3 fn 1 3 fn 2+ fn 3    b : f n=2 fn 1  fn 2             

a, b: fn=5 fn 1+5fn 2  fn 3 

c: fn=6 fn 1  fn 2 

!"  



d 漸化式 行列 A 作用 一致

A                         A     A
(3  4  5) → (21  20  29) → (119 120  169) → (697  696  985) →

        O             O     O

d1!"#$ 

  

1 2 2

2 1 2

2 2 3

! 

" 

# 
# 

$ 

% 

& & 

3

4

5

! 

" 

# 
# 

$ 

% 

& & =

21

20

29

! 

" 

# 
# 

$ 

% 

& & ,

1 2 2

2 1 2

2 2 3

! 

" 

# 
# 

$ 

% 

& & 

21

20

29

! 

" 

# 
# 

$ 

% 

& & =

119

120

169

! 

" 

# 
# 

$ 

% 

& & ,

1 2 2

2 1 2

2 2 3

! 

" 

# 
# 

$ 

% 

& & 

119

120

169

! 

" 

# 
# 

$ 

% 

& & =

697

696

985

! 

" 

# 
# 

$ 

% 

& & ,L

fn = 6 fn–1 – fn–2        697      119        21        3    

169     29       5          696      120        20        4 

fn = 5 fn–1 + 5 fn–2 –  fn –3 



Δ1 漸化式 行列 U 作用 一致

U               U                  U
(3  4  5) → (5  12  13) → (7  24  25) → (5  40  41) →

  O                O                  O
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! ! ! ! f n = 3 fn–1 –  3 fn–2 +  fn–3 

fn = 2 fn–1 – fn–2         40       24         12        4 

7         5        3            41       25         13        5                                    



PT 探索の作戦とその戦果

PT !"#$%&'((()*+!,-%.
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! = c – a

" = c – b

d =   a – b
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関係 演算子法 説明
H. Hosoya, N. Ohkami, J. Comput. Chem., 4, 585 (1983).
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O fn = fn +1

det (U !OE) =

1 !O !2 2

2 !1 !O 2

2 !2 3 !O

= ! (O !1)
3
= ! (O !1)(O

2
! 2O +1) = ! (O

3
! 3O

2
+ 3O !1) = 0

!"#O$%&'()*+,*-./01$2"345!
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!!! f n = 2 fn–1 –  fn–2                  for  a   

            fn = 3 fn–1 – 3 fn–2 +  fn–3      for  b and c  

det (D !OE) = ! (O!1)3 = 0, and

det (A !OE) = ! (O+ 1)(O2 ! 6O+1) = ! (O3 ! 5O2 ! 5O +1) = 0
!"#!



Δ3 行列 U 漸化式 作用 合

Primitive and non-primitive PT 
        →:  U matrix,    ↓:  recursive formulas
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Δ5 行列 U 漸化式 作用 合

!!"!

!!"!

!!"!

!!

 

"!

 

!  

(m,n) !"#$%&'()*  !"#"$%&'()!



U1/n の発見
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D1/n の発見
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All the pPT’s are related with U1/n but not with U
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U 1/n 使  Δ 全 漸化式 同 繋 方
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All the pPT’s are related with D1/n but not with D
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D1/n 使  δ 全 漸化式 同 繋 方
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ここまでのまとめ
（ピタゴラス三角形の系統的分類と体系的な理解）

1)   (既約)ピタゴラス三角形の新しい分類
        二辺間の差 (Δ, δ, d)
2)    Hall の行列 UとD の j / k 乗根の一般式の導出とその意味付け
3) 全てのPTを Uj/k (3 4 5)T 又は Dj/k (3 4 5)Tで表す

4)    A, U, D 系列の漸化式を行列 A, U, D から導出
     （演算子法）
           　　　　　更に
5) トポロジカルインデックス Z による 1) の図形的意味付け
　　　（グラフ理論）
6) 整数 n の平方根を近似するPTの系列の発見
　　　（無理数の有理数近似）

7)     アポロニウス の窓



トポロジカルインデックス Z   (Hosoya 1971)
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k  p(G,k)

ZG=18 QG(x) = 1 + 6x + 9x2 + 2x3

MG(x) = x6 - 6x4 + 9x2 - 2

(by definition)



経路  Z 数
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Z 異性体 構造 識別

1       6        6         0            13

1       6        7         0            14

1       6        7         2            16

1       6        8         2            17

1       6        9         2            18

1       6        8         0            15

1       6       10        4            21

1       6        9         3            19

1       6        9         4            20

k =   0       1        2         3            ZG

p(G,k)

!"  

   #$%&'()! *! Z  

etc.!



Z 整数論 中 役割

連分数 (continued fraction)
連分多項式 (continuant proposed by Euler)
毛虫  (caterpillar graph)
方程式 Pell equation 最速解法

一般 数 (generalized Fibonacci series)
    数 Pell number 及  Z 

三角形 (Pythagorean triangle)
三角形 (Heronian triangle)



毛虫 （ caterpillar graph ）

x1
x2 x

n–1
xn

xn–1
x
n

1          2                    n–1        n

x1
x2

...

+

=

経路グラフ
   path graph  Pn

星グラフ
   star graph
   Sn (x1, x2,…, xn)

毛虫グラフ
   caterpillar graph
   Cn (x1, x2,…, xn)



ピタゴラスの三つ子は「けむしグラフ」の Z

!"#$%&SymCat (symmetrical caterpillar) 

(2, 1) (5, 2) (12, 5) (29, 12)
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k            1           2                    3                        4
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(1,2, 5) PT !"#Z!
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 a
= 2b ± 1

a, b : fk = 17 fk–1 +17 fk–2 –  fk–3

 c : fk = 18 fk–1  –  fk–2

b

c

 b

2

2448
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8 136

4895

5
a=2b ± 1

 c 17

77 7
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m, n : fk = 4 fk–1 + fk–2

X =

7 4 8
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X(1 0 1)
T

= (15 8 17)
T

, X(15 8 17)
T

= (273 136 305)
T
, etc.

det(X ' ˆ O E) = –[ ˆ O 3 '17 ˆ O 2 '17 ˆ O +1] = – ( ˆ O +1)( ˆ O 2 '18 ˆ O +1)
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!"#SymCat (symmetrical caterpillar) 



n を近似するPTの系列

b

a=
2b±1

c a2 + b2 = c2

! a=2b±1 "#$%&'

!5b±2)2 + 1 = 5c2

(() x=5b±2,   y=c '*+,-./0

123456666666666666!78%&9

:(;8<-=;>?@AB;PTCDEF&9

x2 – 5y2 = –1

           Pell equation

l  x=5b±2  y=c ±     b    a=2b±1    m   n        (2a+b)/c

1 38 17 – 8 15 4 1 2.23529

2 682 305 + 136 273 17 4 2.23606557

3 12238 5473 – 2448 4895 72 17 2.2360679700

4 219602 98209 + 43920 87841 305 72 2.2360679774766



全  pPT 辺  SymCat  Z 表

12709

13500

18541

87841

43920

98209

7

7 =

3

4

5

a

b

c

!"#$%  5!"#$%pPT!

even 

odd!

odd!

!"""#"

!"""#"

!"#



三角形  topological index 整理

a

b=2l

h
c

s = (a + b + c)/2

S = s(s ! a)(s ! b)(s ! c)

a, b, c, S : All integers

    2          7               26                     97l

a = 2l–1 3        13               51                   193

b = 2l 4        14               52                   194

c= 2l+1 5        15               53                   195

6        84           1170                   16296S = hl

b

1        14             195                   2716S / 6

1111 11 111111

non-SymCat 

SymCat!
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